
多波束测线问题的研究与优化

摘要

探究多波束测线问题，旨在优化海底地形的测量方法，提高水声测深的效率，促进

海洋勘测和导航领域的进展。我们通过建立合理的数学模型，深入研究了与探测过程相

关的测量参数之间的关联，着重分析了最佳测线的建模方法，并将这些研究应用到实际

海域的测量中。

针对问题一，我们首先针对具有坡度的海底，定义了多波束测深相邻条带之间的重

叠率与两艘船之间的距离、多波束测深覆盖宽度之间的关系。运用平面几何知识，我们

建立了覆盖宽度与多波束换能器的开角、坡度以及海域中心点的海水深度之间的关系。

同时，我们借助这些解析式关系，对具体的数值进行了详细的计算和绘图。

针对问题二，考虑矩形待测海域，我们通过在海域中心平面上切割图形，将立体图

形转化为平面图。我们利用了切割图的倾斜角和海域深度，结合第一问题的研究成果，

找到了多波束测深覆盖宽度与切割图的倾斜角、海域深度的关系，并利用测量船距海域

中心点处的距离、测线方向夹角的数据，计算出了覆盖宽度的具体数值并进行可视化处

理。

针对问题三，我们设计了一组平行于等高线的测线，并采用迭代算法，成功找到了

具有最短测量长度的测线。我们需要 34组测线来实现覆盖整个待测海域的目标，最短

的测线总长度为 68海里。

针对问题四，我们假设测线为南北走向且所有测线平行，将海域划分为 1001*801

的离散网格，采用离散的方法计算漏测海域百分比和重叠率超过 20%的测线长度，并

采用遗传算法对三个指标的加权平均值进行优化。

综上所述，我们通过构建多波束海底测深平面模型和坡面立体模型，解决了上述四

个问题。我们在考虑不同的海底条件的基础上，详细分析了多波束换能器开角、海底坡

角、覆盖宽度、重叠率等参数之间的计算关系，提供了多种测线设计方案并进行比较。

这些方案为实际海底测深工程计算和测线设计提供了重要的实用参考价值。

关键字：多波束测深，测线规划，多目标优化，遗传算法
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一、问题重述

1 . 1背景

当涉及水声系统时，单波束和多波束测深系统都扮演着重要的角色。单波束测深仪

是较早开发的系统之一，至今仍然是最常用的水声系统之一。多波束测深技术，起源于

20世纪 60年代的美国海军研究项目，现已成为进行海洋地质勘测的不可或缺的技术工

具，具有高精度和多功能的特点；它通过声波反射、散射和声学干涉原理，结合高密度

声纳测量、精确声速校正等方法，实现对海底地形的精确测绘，开启了深海地貌学等领

域的新应用 [1]。

(a)声纳系统 (b)测深实景

图 1 多波束测深系统，来源：https://www.ga.gov.au/scientific-topics/marine/survey-
techniques/bathymetry

1 . 2待解决问题

1. 完善相邻条带重叠率的定义，探讨覆盖宽度与相邻测量条带之间重叠率之间的关系。

2. 在海底为坡面的矩形待测海域中，研究多波束测深的覆盖宽度与不同位置之间的关

系。

3. 在南北长 2海里、东西宽 4海里矩形海域设计一组测线，满足测量长度最短、可完

全覆盖整个待测海域的测线，且相邻条带之间的重叠率满足 10%至 20%的要求。

4. 在南北长 5海里、东西宽 4海里的矩形海域内，根据单波束测深数据设计多波束测

深船的测量线路。

1 . 3建模流程

本论文围绕多波束测深的四个问题进行建模的流程如下图所示。
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图 2 建模流程示意图

二、模型假设

1. 不考虑海面波动对深度、多波束换能器的开角的影响。

2. 待测海域深度均在测深仪器的测深上限内.

3. 根据多波束测深系统测量技术要求 [2]，测线设计为相互平行状。

4. 通过单波束测深获取的海水深度数据可靠。
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三、符号说明

符号 意义

α 坡角（度）

α′ 截面等效坡角（度）

θ 多波束换能器开角（度）

β 测线方向与坡面法向水平投影的夹角（度）

d 测线间距（米）

h 海水深度（米）

W 覆盖宽度（米）

∆W 相邻测线间重叠覆盖宽度（米）

l 坡面距底面高度（米）

η 相邻条带重叠率

四、模型的建立与求解

4 . 1问题一的模型建立与求解

4 . 1 . 1定义相邻条带重叠率

图 3 两条测线截面图

在问题 1中，我们设定测线距中心点处的位移正方向为水平向右，即坡面上升的水

平方向。
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由已知，若测线相互平行且海底地形平坦，则相邻条带之间的重叠率定义为 η =

1− d
W，我们对有倾斜角度的海底坡面重新定义重叠率：相邻测线测量区域重叠部分的

水平宽度与两条测线覆盖宽度的平均值的比值：

η =
∆W

(W0 +W1)/2

=
2∆W

(W0 +W1)
(1)

其中W0和W1为相邻两条测线的水平覆盖宽度，∆W 是重叠覆盖部分的水平宽度，

如图3所示。

4 . 1 . 2模型建立与求解

图 4 多波束测深截面图

由图可以列出关系式：

W/ cosα
(h+ l)/ cos θ

2

=
sin θ

sin
(
π
2 − θ

2 + α
)

sin
(
π
2 − α− θ

2

)
sin

(
π
2 + α

) =
h

h+ l
cos

θ

2

解得：

W =
cos2 α sin θ

cos
(
θ
2 − α

)
cos

(
θ
2 + α

)h (2)

根据已知参数多波束换能器的开角 θ = 120◦，坡度 α = 1.5◦，海域中心点处的海水

深度 h0 = 70 m，计算海水深度 h、覆盖宽度W、与前一条测线的重叠率 η与测线距中

心点处的距离 d的数据关系，得出表格 1：
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测线距中心点

处的距离/m
-800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800

海水深度/m 90.95 85.71 80.47 75.24 70.00 64.76 59.53 54.29 49.05

覆盖宽度/m 315.71 297.53 279.35 261.17 242.99 224.81 206.63 188.45 170.27

与前一条测线

的重叠率/%
- 37.74 33.81 29.36 24.27 18.38 11.50 3.36 -6.44

表 1 与海域中心距离不同时的海水深度、覆盖宽度、测线间重叠率

同时，我们对数据进行可视化处理：

图 5 海水深度 h、覆盖宽度W、与前一条测线的重叠率 η与测线距中心点处的距离 x
关系图

据此，可以得出以下结论：在海底坡角固定的情况下，海水深度和覆盖宽度与测线

距中心点处的距离呈线性关系，且在测线间距固定时，重叠率随海水深度增大而增大。
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4 . 2问题二的模型建立与求解

问题二中，我们需要对具有坡角 α的矩形海域进行测深，从八个方向计算与海域中

心距离不同时的覆盖宽度。该问题在给定参数的情况下，拥有精确的唯一解，因此我们

使用了立体几何建模的方法来精确计算给定 θ、α、β 和海域中心距离 x时的覆盖宽度。

如图 5所示，我们对问题 2中的地形建立了空间直角坐标系 O-xyz，其中 x轴正方

向与海底坡面的法向在水平面上投影的方向相同，y轴正方向设置为坡面等高线在水平

面上的投影方向，z轴正方向则为垂直于水平面向上。在建立好坐标系后，记测线与 x

轴正方向的夹角为 β，测线方向在水平面的投影如图6中绿色向量所示。

图 6 测线坐标系示意图

建立坐标系后，将测深船距海域中心的位移 d正交分解到 x和 y方向，算得船只沿

x轴方向的位移是 d cos β，根据已知的海域中心深度 h0 = 110m和海底坡角 α = 1.5°，

计算出测深船位置的深度 h。

∆h = d tanα cos β

h = h0 +∆h
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图 7 等效坡角示意图

由等式2，某海域处的覆盖宽度与多波束换能器开角 θ、海底坡角 α和海域深度 h

相关。如图 6所示，底面绿色虚线为测线方向，蓝色三角形区域为测量面，由定义可得

测线方向与测量面正交，而测量面与海底坡面相交的直线与水平面的夹角即为此时的等

效坡角 α′。如图 6所示，设坡面一边长为 l，在底面进行三角计算可得：

tanα′ =
l tanα

l/ sin (180°− β)

将 α′、h分别代替问题 1中的 α、h可解得：

W =
cos2 α′ sin θ

cos
(
θ
2 − α′

)
cos

(
θ
2 + α′

)h (3)

其中：
h = h0 + d tanα cos β

α′ = |arctan(tanα sin β)|

代入已知数据到等式3，计算覆盖宽度W与测量船距离海域中心点的距离 x、测线方向

夹角 β 关系，得出表格 2：
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覆盖宽度/m
测量船距海域中心点的距离/海里

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1

测线

方向

夹角

/°

0 416.835 467.372 517.909 568.447 618.984 669.522 720.059 770.596

45 416.692 452.415 488.138 523.861 559.584 595.307 631.030 666.753

90 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549

135 416.692 380.969 345.246 309.523 273.800 238.076 202.353 166.630

180 416.835 366.297 315.760 265.223 214.685 164.148 113.610 63.073

225 416.692 380.969 345.246 309.523 273.800 238.076 202.353 166.630

270 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549 416.549

315 416.692 452.415 488.138 523.861 559.584 595.307 631.030 666.753

表 2 不同海域中心距离、测线方向夹角下的覆盖宽度

同时，对表格数据进行可视化处理，可以发现覆盖宽度W 在测线方向 β 固定时随

位移 x单调变化：当测线方向有沿坡面上升方向的分量时，覆盖宽度随位移增大而减

小，当测线方向有沿坡面下降方向的分量时，覆盖宽度随位移增大而增大。而当位移 x

固定时，覆盖宽度W 随 β 的增大而先减小后增大。

(a)二维平面图 (b)三维插值图

图 8 覆盖宽度W与测量船距离海域中心点的距离 x、测线方向夹角 beta关系图

4 . 3问题三的模型建立与求解

为了找到一组测量长度最短、完全覆盖整个海域、相邻条带之间的重叠率在指定范

围内的测线，我们根据中华人民共和国交通运输行业对多波束测深系统测量技术的要求
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[2]，设计了两组平行于等高线的南北走向的测线。

首先需要确定第一条测线，我们分别考虑从西方向和东方向开始的情况进行分类讨

论，确保第一条测线的覆盖宽度刚好覆盖到海域的边缘，如图 8所示。在该问题中，测

线的位置由测线到海域东部边缘的距离 d确定。

(a)自西向东方案初始测线确定

(b)自东向西方案初始测线确定

图 9 两种方案下初始测线位置的确定

图 10 相邻测线位置递推示意图

其次，为保证航线的总里程最短并能完全覆盖整个海域，我们令相邻两条测线之间

的重叠率固定为 10%，通过几何关系相邻测线位置的递推式。重复递推过程，直到整个

海域被完全覆盖，递推结束。由图 9可以列出等式：
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∆W = (x1 + y1) cosα− (d2 − d1)

η =
2∆W

W1 +W2

h1 = h0 + d1 tanα

h2 = h0 + d2 tanα

Wi = nhi, i = 1, 2

x1 = mh1

y2 =
W2

cosα
−mh2

(x1 + y2) cosα =
1

2
(W1 +W2) η + (d2 − d1)

∆d = d2 − d1

其中:

m =
sin θ

2

cos
(
α + θ

2

) , n =
cos2 α sin θ

cos
(
θ
2 − α

)
cos

(
θ
2 + α

)
代入题中数据，解得：

d2 =
n(1− η)h0 +

(
1 +m sinα− 1

2ny tanα
)(

1 +m sinα + 1
2ny tanα− n tanα

) d1

由此可以得到一般递推式：

di+1 =
n(1− η)h0 +

(
1 +m sinα− 1

2ny tanα
)(

1 +m sinα + 1
2ny tanα− n tanα

) di (4)

以下分别是自东向西和自西向东两种情况所计算得出的测线距最东测边缘的距离

和测线总长度：
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自东向西测线方案 (单位: 米)

d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9 d10

22.52 66.72 114.67 166.71 223.18 284.45 350.94 423.09 501.38 586.34

d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d20

678.52 778.55 887.10 1004.88 1132.69 1271.37 1421.86 1585.16 1762.36 1954.64

d21 d22 d23 d24 d25 d26 d27 d28 d29 d30

2163.29 2389.69 2635.37 2901.95 3191.23 3505.12 3845.74 4215.34 4616.40 5051.60

d31 d32 d33 d34 d34边界 总长度

5523.84 6036.28 6592.33 7195.71 7561.18 125936

表 3 自东向西测线方案 (单位: 米)

自西向东测线方案 (单位: 米)

d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9 d10

7049.48 6457.57 5912.09 5409.4 4946.13 4519.21 4125.77 3763.19 3429.05 3121.12

d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d20

2837.34 2575.83 2334.82 2112.72 1908.04 1719.42 1545.59 1385.39 1237.76 1101.71

d21 d22 d23 d24 d25 d26 d27 d28 d29 d30

976.334 860.79 754.309 656.18 565.749 482.41 405.608 334.831 269.605 209.495

d31 d32 d33 d34 d34边界 总长度

154.101 103.051 56.0053 12.6499 -9.435 125936

表 4 自西向东测线方案 (单位: 米)

根据所呈现的表格数据，为满足待测海域的测量需求，我们需要展开总计 34条测

线，总测线长度为 125,936米，合 68海里。

以下是测线路径图，可以看出由浅到深，测线间距逐渐增大：
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图 11 测线路径示意图

4 . 4问题四的模型建立与求解

4 . 4 . 1待测海域地形图

我们首先将海域深度数据进行可视化处理，可以看出待测海域呈鞍状，西南角和东

北角海域浅，西北角和东南角海域深。

(a)俯视图 (b)等高线图

图 12 海底深度分布图与等高线图
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(a)三维地形图 1 (b)三维地形图 2

图 13 海底地形三维建模

4 . 4 . 2假设和数据说明

1. 离散化海域：将待测海域抽象为一个 1001× 801的矩阵，并对从测量附件中获取的

深度数据进行插值处理，以得到离散化后的海域各点的深度信息。

2. 测线布局假设：假设所有测线均朝南北方向布设，并穿越整个海域，即每条测线与

矩阵中的一列相对应。

3. 覆盖率和重叠率跟踪：使用了一个大小相同的矩阵，称之为 “coverage”，用于记录每

个海域点是否被测量覆盖；维护一个可变长数组 “overlap_points”，用于存储所有测

线上重叠率超过 20%的点的坐标信息。

4. 参数定义：

• 漏测海区百分比 =
coverage矩阵中有记录的点数

coverage矩阵总点数
• 所有测线上重叠率超过 20%的点数：overlap_points的长度

• 测线总长度 =测线数 ×单次测线里程

4 . 4 . 3测线布局优化过程

对于问题四，考虑到实际地形的不规则性，我们在将海底地形离散化后，基于以下

过程进行求解。

1. 目标函数：对于每个布线方案，计算目标函数值，该值是以下三个指标的平均值：漏

测海域百分比，所有测线上重叠率超过 20%的点数以及测线总长度。

2. 每个布线方案的优化过程分为以下步骤：首先，我们按从左到右的顺序遍历每一条

测线。其次，对于每一条测线，我们从北到南遍历该测线上的每个点。对于每个点，

我们执行以下两个关键步骤：

• 计算该点的覆盖宽度：考虑测线附近与该点位于同一行的点，利用式5算出附近
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点海底处到测线的垂线与竖直方向的夹角 γ，若 γ 小于 60°，则视为该点在覆盖

宽度内。

γ = arctan
(

d

D

)
(5)

图 14 利用夹角 γ判定海底任意点是否在覆盖宽度内

• 计算该点的重叠率：考虑左边的相邻测线上与该点位于同一行的点，计算重叠

率。若重叠率大于 20%，则记录该点的坐标信息在”overlap_points”数组中。

3. 采用遗传算法优化：在优化过程中，调整测线的数量和每条测线在海域矩阵中的横

坐标，以最小化目标函数值。

4 . 4 . 4结果分析

我们对目标的权重进行了多次调整分析。注意到此处的三个指标是制衡关系，对于

不同情况的背景，各指标的重要性可能会有所不同。在未知指标间相对重要关系的情况

下，我们改变权重，进行了多次求解，得到的结果如下表所示：
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漏测率/% 重叠长度/海里 测线总长度/海里

5.48 126.085 265

9.03 98.065 240

11.00 51.475 200

11.36 55.565 200

13.23 33.585 185

13.96 40.625 190

13.97 35.535 185

14.46 29.43 180

15.40 24.690 175

16.40 24.925 175

16.91 139.955 250

17.19 30.595 175

19.30 133.890 250

19.74 19.240 165

表 5 遗传算法设计测线方案的三项指标

我们对布线方案进行了可视化处理，能够清晰地了解测量覆盖和重叠情况。下图为

测线及其覆盖范围的俯视图。在图中，浅蓝色区域代表已测量到的区域，深蓝色区域表

示存在重叠的区域，红色区域表示具有超过 20%重叠率的测线部分，图像中央的黑色

点代表测线的中央位置。
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(a)方案一，漏测率: 13.97% ,重叠长度: 35.535海里,测线总长度: 185海里

(b)方案二，漏测率: 11.00% ,重叠长度: 51.475海里,测线总长度: 200海里

图 15 测线方案可视化

观察上图可知，海域的西南片区由于深度较浅，产生了较多的漏测现象。针对该种
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现象，一种可能的解决方案是沿海域南部边界向海域中心增设若干组“半程”测线，用

于弥补因海底深度变浅、覆盖宽度变窄导致的部分漏测现象。

五、模型评价

5 . 1模型的优点

1. 我们按照多波束测量标准，设计了若干种平行测线方案，平行测线方案拥有极高的

简洁性和可行性，适宜投入实际测量工程。

2. 在第一和第二问中，我们充分利用了平面几何和立体几何知识，成功地推导出了未

知量之间的精确关系解析式。这些解析式不仅提供了问题的准确数学描述，还具有

广泛的普适性，可适用于类似的问题领域。

3. 在第三问中，我们以测绘标准为依据，设计了平行于等高线的测线，并巧妙地运用

迭代算法求解。这种方法既确保了解决方案的准确性，也充分考虑了实际应用的实

用性。通过与测绘标准的精确结合，我们的研究为相关领域的专业人员提供了一种

高效解决问题的方法。

4. 在第四问中，我们采用了创新性的平行线路设计，并成功地采用遗传算法进行求解。

这一独特的方法不仅简化了问题，还提供了一种全新的解决问题的思路。我们的研

究充分展示了创新和多样性，并在数学建模领域提供了一种有前景的问题解决途径。

5. 我们的研究充分利用了可视化方法，以直观的方式呈现了研究结果，提高了研究的

可解释性，使得结果更易于理解。

6. 我们的解决方案充分考虑了实际应用的需求和标准，确保了研究的实用性和可行性，

所得出的方案符合行业规范，适合投入实际使用。

5 . 2模型的缺点

1. 我们未考虑真实海面上水波对深度、测线路径以及多波束换能器的发射角度摆动可

能产生的影响。

2. 在解决问题四时，我们出于模型简化与规范目的采用了平行测线设计方案，导致了

一定的漏测，可能并非最佳方案。

5 . 3模型的改进

1. 为了更准确地模拟真实海洋环境，我们可以考虑水波对深度的影响。一种方法是引

入半圆柱桶模型，通过改变不同位置的深度来模拟真实的海面。这个改进将使我们

的模型更接近实际情况，并有助于提高深度数据的准确性 [3]。

2. 考虑真实海面对多波束探测系统的影响。这包括滚转偏移、俯仰偏移、偏航偏移等

因素。我们可以利用算法对这些影响进行校正，以确保测量数据的准确性 [1]。
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3. 进一步优化测线路径的设计方案。通过考虑沿等高线测量等更多的设计选项，并运

用多种优化算法进行求解，我们可以找到更有效的路径，以提高数据采集的效率和

质量。这个改进更具实际应用价值，同时也有助于更好地满足测绘需求。
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